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1. TRIGONOMETRIA: TOPICOS DE INTERESSE A
TOPOGRAFIA

1.1. MEDICAO DE ANGULOS

1.1.1. MEDICAO SEXAGESIMAL

o ¢ o angulo formado pela
rotacao de uma semi-reta
em torno de um ponto fixo
(o vertice do angulo)




Dividindo-se a rotagao completa em 360 partes 1guais, teremos 360
angulos 1guais, cada um deles denominado de grau e denotado 1°.

Cada grau ¢ dividido em 60 minutos (60°).

Cada minuto ¢ dividido em 60 segundos (607).

O circulo ¢ dividido em quatro (4) partes 1guais chamadas
quadrantes, cada um formando um angulo reto (90°).



1.1.2. Medicao Centesimal

Para tornar o sistema de medida de angulos coerente com outras
medidas metricas, decidiu-se dividir o angulo reto em 100 partes
iguais e, consequentemente, o circulo inteiro em 400 partes.

Os angulos assim obtidos foram chamados de grados (grd).
1 angulo reto = 100 grados

1 grado = 100 minutos

1 minuto = 100 segundos



1.1.3. Medicao circular

E um método absoluto, pois independe da divisdo de um angulo reto
em qualquer numero arbitrario de partes, 90 ou 100.

A unidade ¢ obtida da seguinte maneira: em um circulo de centro O,
facamos com que um raio OA gire para a posi¢cao OB, de forma que
o comprimento do arco AB seja 1gual ao comprimento do raio.

racdiano = rad




Fazendo-se isso, forma-se o angulo AOB, cuja unidade de medida ¢
chamada radiano. O tamanho do angulo sera o mesmo, qualquer que
seja o raio tomado. Sua magnitude ¢ absoluta.

Convertendo-se ao sistema sexagesimal, temos que 1 radiano ¢
aproximadamente 1gual a 57° 17° 44,8”.

TEOREMA: “A razao entre a circunferéncia de um circulo € seu
diametro ¢ fixa para todos os circulos”



Circunferéncia/diametro = constante = w = aprox. 3,1416

Portanto: circunferéncia = ¢ . Diametro

Ou: c=27mr

“Um radiano ¢ o angulo subtendido ao centro de um
circulo por um arco de comprimento 1gual ao seu raio”

Circunferéncia = . Diametro

Arco semicircular = it . Raio



O arco do semicirculo ABC subtende dois angulos retos € o
arco AB subtende 1 radiano. Como o arco do semicirculo ¢
m vezes o arco AB, o angulo subtendido pelo arco de
semicirculo € m .vezes o angulo subtendido pelo arco AB
(““Os angulos ao centro de um circulo sdo proporcionais aos
arcos pelos quais sao subtendidos”).



Isto ¢:

Dois angulos retos = rad

180° =7 rad
Portanto: 1 rad = 180° /m = aprox. 57° 17° 45”

OBS: Conversao de graus em radianos

180°=m rad
Portanto: 1°=m /180 rad

C

0°=(0.xm /180) rad



1.2. AS FUNCOES TRIGONOMETRICAS
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EXEMPLO DE APLICACAO

Em um ponto (O), distante horizontalmente 160 m da base de
uma torre, o angulo de elevagao (a) para o topo da torre ¢

40° 20°.

Determinar a altura da torre, em relacao ao nivel do solo.



1.3. RELACOES ENTRE LADOS E ANGULOS DE UM
TRIANGULO




1.3.1. Lei dos Senos

“Em qualquer triangulo, os lados sao proporcionais aos senos
dos angulos opostos”
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1.3.2. Le1 dos Cossenos

Determinagao dos angulos de um triangulo quando todos os
seus lados sao conhecidos

Determinacgao do terceiro lado de um triangulo, quando dois
lados e o angulo contido por eles forem conhecidos

a =b" +c - 2he cos A




1.3.3. Seno de um angulo de um triangulo em termos dos
lados

Em que:

a+h+e
~

e

$ = semi-perimetro =




1.4. RESOLUCAO DE TRIANGULOS

Um triangulo pode ser resolvido quando sao dados os seguintes
clementos:

Caso 1: trés lados
Caso 2: dois angulos e um lado
Caso 3: dois lados e o angulo formado por eles

Caso 4: dois lados € um angulo oposto a um deles

Os trés primeiros casos sao 0s mais importantes para a
Topografia, portanto iremos tratar apenas deles.



1.4.1. Caso 1: Resolu¢ao de um triangulo quando os trés lados
sao conhecidos

Resolugdo por meio da Le1 dos Cossenos

b et —at

0084 == ¢ similarmente, cos B ¢ cos C.




Exemplo de aplicagdo: Levantamento a trena




1.4.2. Caso 2: Dados dois angulos ¢ um dos lados do triangulo

Resolugao por meio da Lei dos Senos

Obs.: Se dois angulos sdao conhecidos o terceiro também o sera, ja
que a soma dos angulos internos de um triangulo deve ser 180°.



Exemplo de aplicacdo: Determinacao da distancia a um objeto, ou
ponto no terreno, inacessivel ou de dificil acesso.

Demarca-se a linha PQ;
Em P : mede-se APQ
Em Q : mede-se AQP

linha de base

Assim, no tridngulo APQ : PQ é conhecido
APQ e AQP sio conhecidos

Logo: S .
senf180° ~ (APQ + ADP)] -sendQP




1.4.3. Caso 3: Dados dois lados € 0 angulo formado por eles

Resolugdo por meio da Lei dos Senos e da Lei dos Cossenos.

Exemplo de aplicagdao: Determinagao da distancia entre dois
pontos visivels, mas 1nacessiveis.

.—"/i
hirtha de base

No tridngulo APQ:  PQ é conhecido
APQ (APB + BPQ) e AQP sdo conhecidos




Pela Lei dos Senos: S i S .,
sen[180" — (APQ + AQP)) sendP(Q

o AQ ¢ determinado.

Analogamente o trifngulo BPQ pode ser resolvido e QB

determinado. Entfo, no tridngulo AQB:

AQ ¢ conhecido
QB é conhecido
AQB ¢ conhecido

Portanto, o lado AB, no triangulo AQB, pode ser
determinado agora pela Le1 dos Cossenos:

AB® = AQ? + OB - 2. AQ.Q8.cos AQB




1.5. AREA DE UM TRIANGULO

1.5.1. Formula da base e da altura (da geometria elementar)

Seglam AD=h ¢
A = area do tridngulo ABC
h

1

- 1.
a b

A=172BC. AD
ou
A=1/2 ah




Normalmente, na Topografia, h nao ¢ medido diretamente no
campo, dai a conveniéncia de se empregarem outros metodos no
calculo da area do triangulo, como serd visto a seguir.

1.5.2. Formula do seno
Pela observacao da figura:
AD/AC = senC

ou

h/b=senC

Portanto, h=Db sen C



Substituindo-se h na formula da geometria elementar:

A=1/2ah L A=1/2absenC

Analogamente podem ser utilizados os outros lados como bases.

Logo:

“A area de um triangulo ¢ igual a metade do produto de dois lados
¢ do seno do angulo contido por eles.”



1.5.3. Area em termos dos lados do tridngulo

send = é,‘fﬂ(ﬁ ~aks—bis-¢)

Substituindo-se em A=1/2b.csen A

A= —bc—-JE{s a)(s—~b¥s - ¢)

A= fs(s-a)s—b)s~c), que ¢é a Formula de Héron, ou do Semi-
perimetro.




EXERCICIOS

1. Dois lados adjacentes de um retangulo t€ém 15,8 cme 11,9 cm.
Determine os angulos que a diagonal do retangulo faz com ambos
os lados.

Resp.: 36° 59 e 53° 01’ (aprox.)

2. Uma rampa uniforme sobe 10,5 km em um trecho de 60,0 km de
comprimento (distancia inclinada).

Determine o angulo entre a rampa e a horizontal.

Resp.: 10° 04° 43”



3. Em um triangulo retangulo, os lados que contém o angulo reto
(catetos) tém 4,5 m ¢ 5,8 m.

Determine os angulos € o comprimento da hipotenusa.

Resp.: 37°48° 247, 52° 11’ 36”; 7,314 m.

4. Em um triangulo de lados a, b ¢ c:

4.1. Quando A =54°00’; B=67°00’; ¢ a= 13,9 m, determine b e
C.

Resp.: b=15,815m e c=14,727 m.



4.2. Quando A =38°15’; B=29°38’; eb= 16,2 m, determine a
c C.

Resp.: a=20,284 m ¢ ¢=30,353 m.

5. Determine os angulos do triangulo cujos lados sdo: a = 8,0 m;
b=90m;ec=12,0 m.
Resp.: A =41°48’ 35’; B=48° 35" 20”; C =89° 36’ 07”

6. Em um triangulo: A=75°12:b=43,0m;ec=350m.
Determine os angulos B e C.

Resp.: B=59°59" ¢ C=44°49" (aprox.)



7. Determine a area de um triangulo quandoa=6.2m; b=7,8 me
C=52°00’.

Resp.: 19,054 m?.

8. Determine a area de um triangulo cujos lados tém: 325,0m:;
256,0m; ¢ 189,0m.

Resp.: 24.167,342 m?> = 2,417 ha = 0,999 alq. Paul. (Obs.: 1
alqueire paulista = 24.200 m?.



9. Em um levantamento topografico, conforme croqui a seguir,
foram obtidos os seguintes valores:

a) PQ = 200,0m (linha de base);
b) A partir do ponto P: BPA =40° 58°; APQ =38°40’
c) A partir do ponto Q: BQP =29°30’; AQP = 108° 20’

Determinar o comprimento de AB.

Resp.: 278,383 m.



10. Um terreno em forma de paralelogramo foi levantado conforme
croqui a seguir, obtendo-se os seguintes dados:

a) AB=60,0m; b) a=60°30"15";e=129° 25" 20”.

Determinar:

1) O perimetro do poligono.

Resp.: 144,991 m.

2) A area do poligono ACBD, pelo método de Heron
Resp.: 1206,330 m?.



2. TOPICOS DE GEOMETRIA ANALITICA

- Geometria analitioa refere-se ao estudo de figuras geométricas usando
principios algébricos.

- O grafico do RxR ¢ ohamado de plano de coordenadas cartesianas.
Graficamente, ele consiste de um par de linhas perpendiculares chamada

de emxos de coordenadas, e o plano onde eles estdo. O eixo vertical ¢ o
¢ixo Y (¢ixo das ordenadas) ¢ o eixo horizontal ¢ o eixo X (eixo das
absoissas). O ponto de interseogBo destes dois eixos é chamado de
origem. O plano ¢ dividido em 4 regifies pelo plano de coordenadas.
Estas regities sio numeredas de 1 até IV comegando na regi%o onde os
valores de X e Y s¥o positivos ¢ entfio seguindo o sentido anti-horario.




- A disténcia de um segmento de reta horizontal é a coordenada X do
segundo ponto menos a coordenada X do primeiro

{ XB;YO) { XA;YO)




- A disténoia de um segmento de reta vertical & a coordenada Y do
segundo ponto menos a coordenada Y do primeiro




- Teorema 1. pare dois pontos quaisquer A e B oom coordenadas (Xa,
YA) e (XB; YB) respectivamente, a disténcia entre A e B ¢:




- Teorema 2: dado o segmento de reta com extremidades (Xa; Ya) ¢ (XB;
YB), as coordenadas do ponto médio do segmento de reta s&o (Xm; Ym)
onde:

Xm = XA+Xn; Ym=Ya+Yp
2 2




3. COORDENADAS POLARES

- Um ponto pode ser caracterizado pelas suas coordenadas certesianas
(eomo j& visto) ou pelas suas coordenadas poleres, ou seja, dado um
sistema de 2 eixos perpendiculares, concorrentes em O (ponto polar) um
onto P qualquer pode ser caracterizado pela disténcia OP ¢ pelo dngulo
que esse segmento de reta faz com o eixo X,




3.1. Transformac¢ao de coordenadas polares em cartesianas

sen@=PQ/OP ==> senb=

co80=0Q/0P —> ocos0=x/d => x=dxcos®




3.2. Transformag¢ao de coordenadas cartesianas em polares

~ Pelo Teorema de Pitagoras caloutamos d:

d=VZ+¥

- Pelo arco tangente caloulamos 0;

| g6=y/x =—> arotg(x/y)=0




4. CALCULO DE AREA PELO METODO DAS
COORDENADAS (GAUSS)

Seja uma poligonal fechada de vértices 1 (x1, y1); 2 (x2; y2); ...

n (xn, yn) e S a area dessa poligonal:




EXERCICIOS

1} Represente graficamente, no plano cartesiano, o poligono cujas coordenadas dos vértices sio:
A (-3, 2) D{50)
B{1;3) E (2:-3)
C(3;5) F{0;-2)

**0BS: a) unidade de medida linear = metro; b) empregar escala 1,100

2) Calcular, pelo método das coordenadas (GAUSS), a area do poligono a que se refere o
EXeTcicio anterior. R:A=325m?




3) Ainda com relagio ao mesmo poligono, unindo-s¢ através de uma linha os vértices Ae D, qual
o valer do &njule agudo (o) formado entre AD e o eixe das abscissas? Qual o comprimento de
AD? R: o= 14°%02° 107, AD=8246 m

4} As ceordenadas polares dos vértices de um tridngulo sdo;

B {?,ﬁi] 'E-'I'I'I; 23911 ‘-'55.11]
C (5,000m; 00°00"00™)

Calcular as respectivas coordenadas retangulares (ou cartesianas)

R: A (3,000m; 3,000m); B (7,000m; 3,000m); C ¢5,000m; 0,000m)




