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A RODA D'AGUACOMO MOTOR HIDRAULICO - EQUACIONAMENTO

1. INTRODUGAO

0 emprego agricola da roda d'agua data de 120 A.C.
e sua utilizacio pode ser interessante na produgao de poténcia pa
ra diversos trabalhos, poils ha possibilidade de aproveitamento de
pequenas quedas com relativamente peguenas vazoes de égua.

A roda de alcatruzes, razao deste estudo, tem seu
principio de funcionamento baseado na diferenca de nivel de agua
e do efeito do mcmento causado pelo peso da agua colocada nos al-
catruzes. Assim, a guantidade de energia hidraulica que pode ser
transformada em energia mecanica por esse tipo de equipamento e
fungéo da altura da queda, da vazao e da velocidade angular que
pode ser obtida nessas condigoes.

Segundo Quantz (1932) as rodas d‘égua apresentavam
baixos rendimentos, em torno de 75% e velocidades angulares de 4
a 8 rpm, resultados estes satisfatorios para motores hidraulicos,
os quais devem apresentar altas velocidades angulares para gue se
obtenha alto rendimentc e seja economicamente viaveis.

0 presente estudo, visa equacionar o funcionamento

de uma roda de alcatruzes para sua maxima poténcia.

2. CONSIDERAGOES GERAIS

2.1 Potencia e Trabalho

0 conceito de poténcia refere-se a relagao existen
te entre a realizacao de trabalho e o tempo consumido para esse

fato. Entao, define-se que se um trabalho T foi realizado num tem

po €,
@ T
POTENCIA (P) = —
g
Entende-se por trabelho como sendo o produto do

deslocamento e da componente da forga na diregcao do deslocamento.
Portanto, uma quantidade T de trabalho realizado por uma forga F,

num dado deslocamento d e

T = E.@



A pressao exercida pelo fluido e:

V. X .8

Mas, — = R, onde R e altura ou coluna do fluido.

No nosso caso, o fluido considerado e agua e portan

to, a poténcia hidraulica teorica sera:
Pt = X 'g'h'Q

No sistema internacional de unidades:

By = Potencia Teorica (W) .

¥ = Massa especifica da agua (kg/m®)
g = Aceleracao da gravidade (m/s®)

h = Altura da coluna de égua (m)

Q = Vazao (m®/s)

3. O PRINCIPIO DE FUNCIONAMENTO DOS MOTORES HIDRAULICOS

Os motores hidraulicos teém seu principio de funcio-
namento baseado na variagao de energia existente num fluxo de flui
de

- De acordo com o principio da conservagéo da energia,
conforme Ference Jr., Lemon e Stepheson (1968) o trabalho realiza-
do sobre um objeto manifesta-se como enefgia potencial (gravitacig
nal ou elastica), energia cnetica ou energia térmica, ou ainda, co
co uma combinagao de todas elas e que, em cada instante, a soma to
tal da energia mecanica e da energia termica & constante.

Desse fato, decorre, na hidrodinamica, o teorema de
Bernoulli, gue afirma ser a energia contida numa linha de corrente
de fluido uma constante, proporcional a uma dimensao de comprimen-
to e gque se traduz pela soma das quantidades relativas a pressao do
fluxo (p/Vg), velocidade do fluxo (V?/2g) e potencial ou elevacgao
de Thuxo (h). Portanto:

2
E = B~ 4 ¥
Y-8 2g

+ h

onde:

= constante (m)

= pressao (Pa)

massa especitica do fluido (kg3m®)
= aceleracao da gravidade (m/s®)

= velocidade (m/s)

O < m e UoHo
i

= elevagao ou altura da coluna do fluido (m)



Consideremos agora um cilindro com pistao conforme
Fig. 1, cujo curso seja d, e a area do pistao A. Na extremidade
B temos um tupo ligado a uma fonte de pressao p. O pistao empurra
o fluido contido no interior do cilindro de encontro a presséo,de

acordo ccm uma forga F.

v

|
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Figura 1 - Pistao hidraulico
A forca F e: F = p.A
0 trabalho T realizado e:
T = P.A.4
Como o produto da area A pelo deslocamento d - € o

volume de fluido (V), temos que o trabalho realizado e
T = Vep
Dessa forma, concluimos que a potencia (P) produzi
da por um fluido_é igual a:

b _ BV
t

Mas, a relagao entre volume e tempo € a vazao (Q).
Entao:
P = p.@Q

A pressao estatica exercida por um fluido e

proporcional a seu peso (W), em determinada area (A).

W
B & ——
A
0 peso (W) do fluido e:
W= m.g onde: m = massa do fluido (kg)

aceleracao da gravidade (m/s®)

Sendo massa do fluido a re. .caoc entre seu peso es-

pecifico (¥ ) e seu volume (V) temos:

m= V.% onde: V = m®
¥ = kg/m’

w=V.Y.g



3.1 A roda d'agua de Alcatruzes

A energia transformada por gqualguer motor hidrauli-
co, €, portanto, de acordo com o discutido, resultado da diferenga
de energia existente no fluxo de égua gque passa por esse motor.

2 2
E = { D& + e 3 He) — ( BE 4 s + hs)

g 28 g 28

onde os coeficientes pe, Ve e he saoc relativos a energia do fluxo

de entrada e ps, Vs e hs a de saida.

Como a pressao (p) e a velocidade (V) nao variam en
tre a entrada & a saida dc fluxo, nesse tipc de motor, podemos di-
zer gue a energia hidraulice transformada em energia mecanica e a

diterenca de potencial (h) do fluxo. Portanto:
E = he ~=hsg

A poténcia mecanica produzida por um motor hidréuli
co do tipo roda de Alcatruzes e portanto proporcional a  poténcia
hidraulica existente num fluxo de agua em relagao a sua diferenga
de nivel.

A poténcia mecanica (Pm) resultante do movimento ro

tativo e dada por:

P o= Tk
onde:
T = forgue
N = n? de revolucgoes por unidade de tempo ou velocidade angu-
RiEch
K = constante de transformacao de velocidade angular em velo-

cidade linear.

Dessa forma, a potencia mecanica teorica e igual a

poténcia hidraulica teorica:
¥ehQ = TNK

Se considerarmos a instalgao da roda d‘égua como sen
do fixea, a dimensac de altura de ccluna de agua fica constante e

] : - . ~ ~
portanto -a potencia gerada e proporcional a vazao, ou seja:

K,:Q = TNK onde KA:Kg.h

3.2 0 torque

O torgue produzido na roda de alcatruzes e proporcio
nal ac pesoc da égua existente nos alcatruzes e a distancia do cen-

tro da roda conde esse peso esta aplicado .



Conforme esguematizado na Fig. &, o torgue aplicado
a roda produz reagoes na diregao contraria (32 Lei de Newton), que
e proporcional a aceleracgao angular e ao momento de inércia do con
junto roda d‘égua — eixo e aos atritos existentes no sistema, 05

guais serao desconsiderados na presente analise.

= e
h
- P
X
.
FIGURA 2 - Esguema da roda dagua.,
n
T :Zgﬁ Tn
!
Trn = Wan.g.bon
onde:
T = torgue
Tn = torgue relativo ao peso de égua no alcatruz n
Wan = massa de égua ne aleabtraz .
bn = distancia horizontal (x) do baricentro do alcatruz n
L <= aceleragao da gravidade

0O torgue e portanto a somatoria dos momentos relati

vos a n alcatruzes com agua.



T = Wagb
onde :

Wa = massa total de égua contida na roda
b = distancia horizontal (x) equivalente a medida ponderada

das distancias bn

Se Wa €& a massa de agua contida na roda, temcs:

Wa = Va.g
onde:
Va = volume de agua ccntidc no alcatruz
¥ = messa especifica da asua
€ 3
n
Va = = An.1
1
onde:

An = area molhada dc alcatruz n

1l = largura do alcatruz

Obs.: Nesse estudo sera considerado que os alcatruzes estao com vo-
lume de agua igual ac seu volume maximo em cada posicao de seu

- . deslocamento angular. (Veja APENDICE).
A pot%ncia mecanica maxima produzida seré, portanto|

Pm = KaQ = Va¥gbNK

3Pl Determinagéockiérea Mclhada dos Alcatruzes

A area molhada dos alcatruzes ou secgao transversal,
pode ser determinada desde que se ccnhegam os pcntos externos que’
formam o pcligono dessa Secgéo e seus éngulos em rela@éo a um dos

eixos de um sistema de coordenadas cartesianas, conforme fig. 3.



X
FIGURA 3 - Area molhada dos alcatruzes.
¥ = angulo da posicio da boca do alcatruz
? = angulo da abrangéncia dc perfil de dcis alcatruzes conse-

cutivos

¥=¥-p

ol = angulo de abrangencia dc alcatruz ccnsiderado

Ri = raio internc da roda
Rm = raio meédio da roda
Ré = raioc externo dz roda

1, 2, 3, 4, 5, 7 = pontos externcs consecutivos do pcligono Torma-
, do por dois alcatruzes ccnsecutivos
6 :”ponto formado entre a linha do nivel da égua com a reta
pertencente ac alcatruz anterior ac cecnsiderado, com a ro

da ou com o proprio alczstrusz

Obs.: O funde do alcatruz (linha formads pelos pontos 3 e 4) pode

ser considerado comc linha reta.



3.2.2 Equacionamento dos Pontos

PONTO COORDENADA (X) COORDENADA (Y)
1 Xlz Re sen 5 Yl: Re .cos &
2 X,= Rm,sen (% +ot) Y, = Em.cos (¥ +0oL)
3 Xy= Ri.sen (¥ +o() Y = Ri.cos (¥ +ol)
4 X,= Ri.sen (U\fai) Y,= Ri.cos (&'+)
5 Xc.= Rm.sen (Kl+og) Y. = Rm.cos (¢ +ol)
7 X7: Re.sen ¥ Y7: Re.cos ¥’

As coordenadas do ponto 6 variam com o nivel da agua,
segundo a secgéo transversal do alcatruz, sendo gue sua componente
Y, € sempre igual a Y1 e, X. pode ser determinada de acordo com a

6 6
inclinaggo da reta a qual pertence, e fica:

a) quando intercepta a linha formada pelos pontos 5 .

e 7:
Ty — Hp g — ig ) (Yg - ¥g) Xy - Xg)
b = — i X6 = + X5
Ry = K e = X5 (Y7 e YS)

b) quando intercepta a linha formada pelos pontos 4
€ 54

¥, = ¥ Y. = ¥ _ (Y6 = Y4)(X5 s x4}

M. — % X. - X (YSI— Y4)

W

c) quando intercepta a linha formada pelos pontos

e 4:
Y, - Y3 ¥y — ¥q (Yo - Y3) (X, - X3)
b = = .. X6 = + XS
Ry = Ly B = Ry (Y, - ¥g)

d) quando intercepta a linha formada pelos pontos 2
e 3:

_ 00y ~ By

2

X, - X X. - X (= ¥ 3
_ 3 2



3.2.3 Calculec da Area Molhada ou Secgao Transversal dos Alcatru-

zZes

Da geometria plana, sabe-se que qgualguer poligono
¢ decomponivel em uma série de triangulos cujas areas sabemos de
terminar. Dividamos portanto o poligono da secgao transversal do
alcatruz em triagulos, conforme Fig. 4., obtendo um numero de tri

angulos variando de @ a 4 conforme o nivel da agua no alcatruz.

FIGURA 4 - Alcatruz decomposto em triangulos

Desta forma, a area A da secgao transversal e:

A = é;}U1
.

Da forma de calculo das areas conhecida como for-
mula de Grauss, vem gque a area de um triéngulo cujos pontos for-
mados pelos veértices tem coordenadas cartesianas conhecidas e:

Supondo um triangulo com vertices nos pontos (X s I
(X,Y,) e (X5Y,)

(X ¥,) + (X,¥5) + (XpY ) - (X ¥5) - (Xg¥,) - (X,Y,)

@

No caso da roda de alcatruzes, a area da poligonal
do alcatruz pode ser entao calcu.ada desta forma, atentando-se
gue as ccordenadas dos vertices dos triéngulos e 0s préprios tri-
angulos considerados mudam conforme o angulo formado pelo alca-

truz com o angulo de referéencia.



3.2.4 Calculo do Baricentro do Poligono

Conforme Fonseca (1972), a determinagao de um poli
gono gualquer, dividido em triangulos, de areas conhecidas e o}

ponto de coordenadas X e Y tal que:

™
X - g AnXn v = %AnYn
b = P -,
S An 5 An
4 t
onde:
An = area do Triangulo n Xl i X2 " XS
Xn = cota X do baricentro do triangulo n =
R Yl + Y2 + Y3
Yn = cota Y do baricentro do triangulo n =
: 3
Calculados portanto os baricentros e como a largu-
ra dos alcatruzes ¢ constante, podemos assumir gque © momento a-

tuante (Tn) é aplicado segundo a forga peso da agua (Wang) a uma
distancia horizontal (bn), que e correspondente a distancia Xn do

baricentro, para cada alcatruz.

3.3 Calculo das Velocidades

Considerando a roda d'agua em equilibrio dinamico,

da figura 1 temos queE

T = M mas,
T = Wagb M = Tel
onde:
I = momento de inércia do sistema roda-eixo

o/ = aceleragao angular do sistema

Considerando desprezivel o momento de inércia dos
suportes da roda (raios), pois sua massa e peguena em relagao a
massa total, o momento de inércia do sistema € a somatoria dos
momentos de inércia da roda e do eixo.

Conhecida a massa da roda d‘égua e a massa especi--
fica do material de gue é construida, podemos reduzi-la a forma

de um anel cilindrico de expessura conhecida.



Sendo volume V a relagao entre massa m da roda e
massa especifica do material e conhecidos o raio interno da ro-

da (R) e a largura (L), temos que a espessura e:

V

E:“‘U-"—
21 RL

gsendo portanto:
E = Rr_ - Ri
a a

onde:

raio interno do anel cilindrico (ou da roda)

d
[N
Il

Rra raio externc do anel cilindrico (Ria + E)

Assim, o momento de inercia do anel cilindrico con

siderado de massa continua e:
a) para espessura desprezivel:

_MAR® a
2

IA =

b) para espessura nao desprezivel:

1 MA(R*i + R°e )
e a a
2

IA =

onde, para o0s cascs a e b temos:

TIA = momento de inercia

MA = massa do anel cilindrico
Ra = Ria = raio do anel cilindrico
Ria = raio interno do anel cilindrico (ou da roda)
Rea = raio externo do anel cilindrico (Ria + E)
Com relagéo ao eixo, o momento de inercia e:
ME.R’E
iIF = —————
2
onde :
IE = momento de inercia do eixo
ME = massa do €ixo
RE = raio do eixo
Obs.: Momentos de inércia segundo Ference Jr. e outros.

Em equilibrio dinamico temos para a roda, Qque:

T = M e, Wagb = (IA + IEX.



Portanto, sendo a aceleragao angular, gue corres-

ponde a componente radial da aceleracao da gravidade, temos que:

od = Wagb
IA + IE

Considerande que a velocidade angular (W) da roda

no instante (t) e dada pela relacao:

W= W, o+ oLt,
E qgue wo ¢ a velocidade angular inicial, chegamos
a relacido de velocidade linear (v) que é:
v = WR

Sendo R o brago (b) de aplicacao da forga, fica sen

do v & velocidade linear da roda.

v = Wb
Do item 3.1, temos gue a poténcia mecanica e:
Rm = TNK
onde:
K = constante de transformacao de velocidade angular em velo
cidade linear
Portanto:
NK = Wb e, Pm = TWb
P = V¥gb.Wb e, P =1V, ¥gb.V
Sendo as poténcias tedricas mecanica e hidraulica,
egulvalentes,

Pm = PT e, para uma altura fixa numa coluna de agua

para a roda,
PR e KAQ’ temos:

TWb
K.

K.Q = TWb ou Q =



4. RENDIMENTO

Varios fatores concorrem para que a potencia efe-
tiva, que e a que realmente observa-se quando do uso dos motores
hidraulicos sejam menores de que a poténcia_teérica (maxima) .

Alguns deles, conforme Mialhe, podem ser citados
como sendo, atrito, turbilhonamneto e nao preenchimento completo
dos alcatruzes.

0 rendimento desse tipo de motor hidréulico, segun
do Quantz, nao ultrapassa 75%, sendo considerado baixo.

0 maximo de poténcia efetiva que pode ser forneci-

da por uma roda de alcatruzes é, portanto]

PE o= Pm.7?_ ou PE = TWb.Y?
onde:
T = rendimento

L
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APENDICE

Sendo a guantidade de égua contida em cada alcatruz
menor que o volume maximo admissivel, a forma de calculo da poten-
cia permanece, mudando somente a forma de determinagéo das coorde-
nadas dos pontos de vertice da poligonal, em relagao ao nivel da
agua.

Considerando na figura abaixo a linha AB como re-
presentagéo do nivel ge égua, a-determinagéo das coordenadas (X_,YA}

e (XB,YB) e dad da seguinte forma:

3|
sl
f
Y = ¥ Yoo ¥
— 1
Inclinagao da reta 1B2 b = = 2 = £ =
X1 - X2 XB - X2
Yo = ¥ Y, - Y
Inclinagao da reta 7AS5 b = ‘ I A |
2y — By Hy Ky

Considerando a relagao entre a area da poligonal (A,)

e a area molhada ou area efetiva (Ae) temos:

t = K, sendo K a porcentagem do alcatruz considerando, ocu-

A pado pela égua.



A area sem agua (A, - Ae) pode ser dividida em do-

.t
1.8 triangulos sendo:

T. = formado pelos pontos (Xl’Yi);(X6’Y6);(XA’YA) e

T, = formado peleos pontos (Xl,Yl);(XA,YA);(XB,YB)

As coordenadas Y sao iguais para os dois casos, sen

do:
Yl = Y6 e YA = YB
As areas dos triangulos sao:
L 2
(X1¥,) + (X ¥p) + (Xp¥,y) - (X ¥p) - (XgY,) - (X,Y;)
B =
. 2
De acordo com a inclinagao das retas, X, & Xg sao:
(¥ = T dlEs — Xp)
XA = - X5
(Yg - ¥p) (X -X,)
Ko = + X
B (Y. - ¥ 2
1 2)

Mas como Al + A2 = (1 - K)At, e substituindo-se YB
por Y, em X e substituindo-se X, e Xy na formula do calculo das
areas A, e A,, determina-se Y, para um dado K.

Com YA determina-se as coordenadas YB’ XA e XB e

procede—-se O calculoc normalmente.



